Feladat 1. Az z* — 2 polinom felbontési teste hanyadfokd bévitése Q-nak?

Megoldas: A polinom a C test felett elséfoki tényezékre bomlik, gyokei: v/2,
iv2, —v/2, —iv/2. Igy a polinomnak (egy) felbontdsi teste Q(v/2,iv/2, —v/2, —iv/2).
Ez a test megegyezik Q(+/2,iv/2)-vel, hiszen utébbiban nyilvdn benne van —+v/2 és
—iv/2 is.

A Q(v/2) test a Q negyedfoki bévitése, mert a v/2 szam Q feletti minimalpolinomja
r* — 2 (ez a Schénemann-Eisenstein kritérium alapjan irreducibilis). Az iv/2 szdm
nincs benne a Q(+v/2) testben, mert nem valds, viszont gydke a Q(v/2) feletti
mésodfoki 22 + v/2 polinomnak.

Igy degQ( 4 2)(1' Vv/2) = 2, és a fokszamtétel szerint

(Q(V2,iv2) : Q] = deggy %)(2%) -deg@(\él/i) =38.

Feladat 2. Legyen K algebrailag zart test, és x € K. Igazolja, hogy akkor és csak
akkor teljestil p(z) = = a K tetszbleges ¢ automorfizmusa esetén, ha x benne van
K primtestében.

Megoldas: Legyen
FixK:={r e K: Vo AutK: o(z) ==z}

Ez a halmaz tartalazza 0-t és 1-t, és zdrt a testmiiveltekre (beleértve az osztast, mint
parcidlis miiveletet): ha * testmiivelet, és x1,z2 € Fix K, akkor minden ¢ € Aut K
esetén p(x1 * x2) = @(x1) * p(T2) = T1 * Ta, tehdt z1 *x xo € Fix K. Tehdt Fix K
résztest, és igy tartalmazza K primtestét.

Nézziik a masik irdnyt. Legyen P a K primteste. Ha x algebrai P felett, legyen m
a minimélpolinomja, L az m felbontési teste K-ban (ilyen van, mert K algebrailag
zart), y pedig az m egy x-t6l kiilonbozé gyoke (ilyen is van, mert m irreducibilis
polinom, igy nincs tobbszoros gyoke). Mivel x és y P feletti minimélpolinomjai
megegyeznek, a kiterjesztési tétel szerint létezik olyan P(z) — P(y) izomorfizmus,
ami z-et y-ba viszi. Az m polinomnak a P(z) és a P(y) feletti felbontdsi teste
egyarant L, ugyhogy ez az izomorfizmus kiterjeszthetd egy L — L automorfizmussa.

Ha x transzcendens, legyen L := P(z) és y = x + 1. Mivel y szintén transz-
cendens, a kiterjesztési tétel szerint van z-et y-ba vivé P(z) — P(y) izomorfizmus.
Mivel P(y) = P(z) = L, ez automorfizmus lesz.

Mindkét esetben kaptunk egy olyan L résztestet K-ban, aminek van z-et nem
fixen hagyé automorfizmusa. Ezt ki kell terjeszteni egy K — K automorfizmussa. A
Zorn-lemma rutinszert alkalmazéasaval kapjuk, hogy van egy maximalis részteste
K-nak, aminek van z-et nem fixen hagyé automorfizmusa. Legyen ez a résztest M,
és legyen ¢ € Aut M olyan, hogy ¢ (x) # x.

Tegyiik fel, hogy a € K\ M. Ha a algebrai M felett, legyen p a minimélpolinomja,
és legyen b egy K-beli gyoke a 1(p) polinomnak. A kiterjesztési tétel értelmében
¥ kiterjeszthetd egy a-t b-be vivé M(a) — M(b) izomorfizmussd, ez pedig egy
M(a) — M(b) izomorfizmussd. Ez automorfizmus, hiszen M(a) és M(b) algebrai
lezértjai (K-ban) megegyeznek.

Amennyiben a transzcendens M felett, a kiterjesztési tétel rogton adja, hogy ¥
kiterjesztheté M(a) egy automorfizmusavi.

Mindkét esetben ellentmondésra jutottunk M maximalitasaval. fgy M = K,
készen vagyunk.

Az algebrai zartsag feltevése nélkiil nem igaz a feladat allitdsa. Pédaul az R
testnek nincs nemidentikus automorfizmusa, mégsem primtest.)
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Feladat 3. Van-e olyan o automorfizmusa a C testnek, melyre v/2a = {q’/ﬁ(—% +
i¥3)?

Megoldas: Legyen w = —% + z@) az elsé harmadik egységgyok. A /2 és az
w+/2 polinomok minimalpolinomja Q felett egyarant ® — 2, igy a kiterjesztési tétel
szerint van /2-t w+/2-ba vivé Q(\s/i) — Q(w \3/5) izomorfizmus. Ez kiterjeszthetd
egy A — A automorfizmussé, az pedig (ugyanazzal a mddszerrel, amit az el6z8
feladatban csindltunk) egy C — C automorfizmusss.

Feladat 4. Van olyan megszamlalhato test, amelynek algebrai lezartja nem megszam-
lalhat6?

Megoldas: Ha a K test megszdmldlhatd, akkor a K[z] polinomgytirii is az
(nyilvén |K[z]] = |K|+ |K]*> + |K]? + -+ < |K|-No). A K a K algebrai b6vitése,
igy K elemeit sorba tudjuk rendezni a minimélpolinomjaik K[z]-beli sorrendje sz-
erint (itt tehnikailag sziikségiink van a kivélasztdsi axiémara ahhoz, hogy az azonos
minimélpolinomu elemeket sorrendbe tehessiik).

Feladat 5. Mekkora a Z, test algebrai lezartjanak a szamossaga?

Megoldas: Az el6z6 feladat alapjan az algebrai lezart megszamlalhaté. Véges
nem lehet, mert n elemii véges testben az 2™ — x 4+ 1 polinomnak nincs gyoke (a
polinomfiiggvény konstans 1). Tehdt a szdmossdg No.



